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Notations

divv
Au
Ayu
C(Q)
Q)

CH(Q,R)

ensemble des entiers naturels.

ensemble des entiers naturels non nuls.
ensemble des réels.

ensemble des réels positifs.

espace euclidien de dimension N.

vecteur de RY, x = (2,29, ..., 2y5), 2, ER1 < i < N.
mesure de Lebesgue de dimension N.

la boule ouverte de centre x et de rayon r;
B(x,r) ={y € RN | |z —y| < r}.

la boule fermée de centre x et de rayon R;
B, ) = {y € RY | |o —y| < R}.

ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue.

la fermeture de €.

fonction mesurable définie de €2 dans R.

Ou  du ﬂ)
Ox1’ Oxg”’ Y dxN /"

gradient de u, Vu = (
divergence du vecteur v, dive = 88—;1 + 83—;2 + -+ %.

laplacien de u, Auz%—i—%—i—---—k%.

le p laplacien de u, Ayu = div(]Vu|p_2Vu).

espace des fonctions continues sur (2.

espace des fonctions continues sur €2 dont les dérivées partielles ;
d’ordre < k sont continues sur €2, k entier positif.

I'ensemble des fonctions différentiables et la dérivée est continue.
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()
LP(Q)
L>(9)

/

p

*

p
D(Q)
Whe(Q)

Wo"(€)
pP-p-
T.AF
T.C.D
HY(Q)
HY(Q)
E—F
E—. F

espace C(Q2) = (Mo, C*(Q2).
LP(Q) = {u : @ — Rmesurable | [, |ul’dz < oo} (1 < p < oo, constant).
L>*(Q) = {u:Q — Rmesurable | 3¢ > 0 tell que |u(x)| <c¢ pp x€Q}.

conjugé de Holder de p, p’' = 1% sip>letp =ocosip=1.
Np
N—p

espace des fonctions indéfiniment dérivables dans €2, & support compact dans €.

I’exposant se Sobolev tel que : p* =

espace de Sobolev des fonctions de LP(2) dont les dérivées;

partielles au sens des distribution d’ordre 1 sont également dans LP(€2) ;
muni de la norme ||ul|wrr = > ||Ojul|e.

la fermeture de D(Q) dans WH?(Q), c-a-d : mwlvp(m.
presque partout.

théoréme des accroissements finis.

théoréeme de convergence dominé de Lebesgue.

wWi2(Q).

Wy (Q).

E s’injecte contintiment dans F.

E s’injecte d’une maniére compacte dans F.

converge faiblement.

converge fortement.

est le dual topologique de E ou 'espace des formes linéaire et continue sur E.

le genre de A.
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Introduction Générale

Ce travail consiste a I’étude de 'existence et la multiplicité de solution du probléme

elliptique non local de type p-Kirchhoff de la forme suivante :

M P p_lAp = , d Q,
(M 7)]" A = faw) dans -
u =0 sur 0f2.

ot Q un ouvert borné de RY et M : R* — Rt et f : QxR — R sont des fonctions
continues vérifient les hypothéses convenables. La preuve est basée sur la théorie des
points critiques et la théorie du genre de Krasnoselskii. Les solutions faibles de (P)

sont caractérisées comme étant des points critiques de la fonctionnelle :

= " (s - L/ " Flw,u)ds.

avec les u appartiennent a un espace des fonctions convenables. En générale, plusieurs

de problémes sont équivalent a résoudre I’équation :
Au=0

Ou A : E — FE’ est un opérateur avec E un espace de Banach et E’ son dual topolo-
gique. Dans le cas ol le probléme est variationnel, on peut trouver une fonctionnelle

différentiable I : E — R, telle que A = I’, c-a-d :
(Au, v) = (I'(u),v).

et nous avons :

Au=0 < I'(u) =0.

c-a-d u est un point critique de I si et seulement si u est une solution faible de
I’équation

Au = 0.
Les applications les plus importantes des méthodes min-max sont les résultats qui

établissent l'existence des points critiques multiples des fonctionnelles paires de

classe C' sur un espace de Banach. Le premier résultat de la multiplicité pour
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les fonctionnelles symétriques est dis a Ljusternik et Schnirelmam [13] parmi ces
résultats, la notion du genre qui a été présenté par Krasnoselskii (voir [11]).

Le probléeme de Kirchhoff est un cas particulier de I’équation non stationnaire :

ug — [M(| v | JAu = f(z,u), dans Q x (0,7T);
u =0, sur 0 x (0,7T); (1)
u(z,0) =wup(x), uz,0)=ui(x).

Ce probléme hyperbolique (1) est une version générale de 1’équation :

62 P() 2 62U_
W‘(h 2L ‘ ‘ >8x2_0 2)

qui a été présentée par Kirchhoff en 1883, et qui est une extension de 1’équation
d’onde classique de D’Alembert en considérant les variations de la longueur des
cordes pendant les vibrations.

Les paramétres dans (2) ont les significations suivantes : L est la longueur de la
corde, h est la surface de la section transversale, E est le module de Young du ma-
tériau, p est la masse volumique(mass density), Py est la tension initiale.

Comme il est bien connue, le probléme (1) a commencé a attirer I'attention de plu-
sieurs chercheurs essentiellement aprs les travaux de Lions, ol une approche d’ana-
lyse fonctionnelle a été proposée pour le traiter. Ces derniers années, des problémes
elliptiques impliquant des opérateurs de type p-Kirchhoff ont été étudié dans de
nombreux articles ; On référe a quelques sources dans lesquels les auteurs ont utilisé

différentes méthodes pour montrer I'existence de la solution.

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres de maniére suivante :
Dans le premier chapitre On introduit dans une section un rappel et certains
notions et propriétés des espaces de Lebesgue et 1'espace de Sobolev. Et dans I'autre
section, on a introduit quelques définitions sur la notion de la différentiabilité, les
points critiques et un critére de compacité qui t’appelle la condition de Palais Smale.
Dans le second chapitre, on s’intéresse a étudier quelques préliminaires sur la théo-

rie du genre qui introduite par Krasnoselskii et nous citions leurs propriétés et en
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les démontrant. Et on termine ce chapitre par le théorme de Clark qui joue un réle
trés important dans ’étude de notre probléme. En effet, il nous permet de garantir
I'existence et la multiplicité des points critiques d’une fonctionnelle liée & un pro-
bléme aux limites d’E.D.Ps.

Le 3éme chapitre, Nous avons présenté deux applications qui s’appuient de ma-
niére essentielle sur 'article ([8],]9]) qui consiste a étudier I’existence et la multiplicité

des solutions pour un probléme aux limites de type Kirchhoff :

—M(|| v [|P)Au = f(x,u) dans €,

u =0 sur O0f).



Chapitre 1

Préliminaires et espaces fonctionnels

Ce chapitre constitue un rappel de quelques préliminaires et résultats nécessaires
pour la suite de ce travail. On citera en particulier certains résultats élémentaires

des espaces fonctionnels.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Définitions et propriétés élémentaires des espaces LP({2)

Dans ce que suit,  désigne un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dz.

Définition 1.1.1 (Voir [3]) Soit p € R avec 1 < p < oo, on pose

LP(Q):{f:Q—HR, | mesurable et/ﬁ|f(x)|pdx<oo}.

I 1 i [ [ dx] ”

On peut vérifier facilement que || . ||L» définit une norme sur l’espace vectoriel LP(§2)

On note

ce qui montre que LP(S)) est un espace normé.
Définition 1.1.2 On pose
L>*(Q) = {f :Q = R, fest mesurable. 3C > 0t.q |f(x)] < C pp. sur Q}

8
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L>(Q) est un espace normé quand le munit par la norme :
| £ ll==inf {C':|f(@)| < C pp sur .

Notation Soit 1 < p < oo , on désigne par p’ 'exposant conjugués de p c’est a
dire :
1 1

+—-—=1 ou p=——
p p p—1

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Holder) (Voir [3]) Soient f € LP(Q) et g €
LP () avec p € [1,00] alors f.g € LY(Q) et :

/Q ol <INl g 1o

L’écriture f,(x) — f(x) p.p sur €, signifie que la suite f,(x) converge vers

f(z) presque partout sur .

Théoréme 1.1.1 (Convergence dominée de Lebesgue) (Voir [3])

Soit (f,) une suite des fonctions de L*(Q2). On suppose que :

(i) fu(x) — f(z) p.p sur £,
(ii) il existe une fonction g € L'(Q) telle que pour chaque n, |f.(z)| < g(x) p.p.

sur QL.

Alors f € LNQ) et || fu— f |lzr— 0.

Théoréme 1.1.2 (Convergence dominée de Lebesgue inverse) (Voir [3]) Soient
(fn) une suite de LP et f € LP, tels que : || fo— f ||Lo— 0. Alors, il existe une sous
suite extraite (fy,) telle que :

a) fo,(x) — f(z) p.p. sur Q

b)

fnk(x)’ < h(x) Vk et pp. sur Q avec h € LP

Le résultat suivant rassemble quelques propriétés topologiques des espaces de

Lebesgue.

1. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions (f,)
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Théoréme 1.1.3 (Voir [3]) 1. L’espace LP(Q2) est de Banach pour 1 < p < oo,
2. L’espace LP(S) est séparable pour 1 < p < oo,

3. L’espace LP(Q2) est réflexif pour 1 < p < oo.

Définition 1.1.3 (la convergence faible et forte) (voir [18]) Soit (x,)n,>1 une
suite de l'espace vectoriel normé (E, || . ||g) et soit E' son dual topologique®. On dit

que (x,) converge faiblement dans E s’il existe un élément x € E tel que :
VfEE, Tim f(ea) = f(2). ou({fm) = {fx))
n——+oo

. E . . .

Notation : On notera z,, — x, ou x,, — x pour étre précis, la convergence faible
. E . L.

dans E. On notera de méme x,, — x, ou x,, — = pour étre précis, la convergence

forte dans E (c’est a dire la convergence en norme).

1.1.2 Base Hilbertienne et base de Schauder

Définition 1.1.4 Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire (u,v) et qui est complet pour la norme (u,u)"/?.

Par la suite, H désigne un espace de Hilbert.

Définition 1.1.5 On appelle une base hilbertienne, une suite d’éléments de H
tels que :

(i) len] =1 Vn, (em,e,) =0 Vm,n, m#n

(ii) L’espace vectoriel engendré par les (e,) est dense dans H; c-a-d : vect{e,} =

H.

Le résultat suivant présente une condition pour l'existence d’une base Hilber-

tienne

Théoréme 1.1.4 (voir [3]) Tout espace de Hilbert séparable admet une base hil-

bertienne.

2. Tespace des formes linéaire et continues sur E, E' = L(E,R)
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Bases dans les espaces de Banach :

Définition 1.1.6 Soit E un espace de Banach sur R ou C. Une suite (e,)nen d’élé-
ment de E est une base de Schauder de E si pour tout x € E, il existe une unique

suite (an)nen de scalaires telle que :

00
T = E Un€n,
n=0

au sens de la convergence en norme dans E, les scalaires a, sont alors appelés les

cordonnés de x.

Les bases jouent un role important en géométrie des espaces de Banach (voir par
exemple [14]). Toutes les espaces usuels (séparable) de I'analyse tels les espaces de
Lebesgue et de Sobolev possédent une base de Schauder (voir [16] mais en générale,
il y a des espaces de Banach séparable n’admettent pas une base de Schaudére
(voir [7])tels L(H) 'espace des formes linéaire et continue sur un espace de Hilbert

séparable de dimension infinie, ce résultat a été démontré par Szankowski.

1.1.3 Opérateur de Nemytskii

L’opérateur de Nemytskii est une classe des opérateurs non linéaires, il prend

leur nom du mathématicien Victor Vladimirovich Nemytskii.

Définition 1.1.7 (/5]) Soit Q un ouvert borné de RY. On dit qu’'une fonction f :

QO x RY — R est une fonction carathéodory, ssi :
1. Ve € Q p.p. £ — f(x,§) est continue.

2. VE e RN, v — f(x,€) est mesurable.

Définition 1.1.8 Soit f une fonction de carathéodory. L’opérateur définit par :

est appelé ['opérateur de Nemytskii.
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Le résultat suivant montre une propriétée importante sur la continuité et la borni-

tude d’opérateur de Nemytskii.

Théoréme 1.1.5 ([5]) Soient p1,ps > 1, a > 0 et soit b une fonction dans LP*(€2).
Soit f une fonction de carathéodory satisfait :
b1
1.0 < b@) +alélP2, pp. w0 et VERY.

Alors,

Ny: LP' —s [P

u(-) — Ny(u()) = flu, u(z))
est un opérateur continu et borné de LP*(§2) dans LP*(2)

Démonstration. d’aprés l'inégalité de Minkowski, on a :
2
1 F (@) o<1 b llpe +a || 52

d’ott || . ||, est la norme associé dans LP(€2). Pour montrer la continuité de f, il suffit
de prouver que si la suite (u,) converge dans LP'(2) alors il existe une sous suite
(un,) telle que f(u,, ) — f(u) dans LP2(Q2). En effet :

on peut trouver une sous suite (u,, ) de (u,) et on a (u,) une suite converge presque
partout, c-a-d :

Uy — U p.p. dans
et par conséquent :
It~ t s < 5 £ =23,
donc

[ty (2)] < @ () = [ty ()] + Y Jtt, (2) =y, ()]

avec ¢ mesurable et

1
([ 10072 <t ly + 3 Wt =t <+
k=2
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on conclut que ¢ € LP(£2) et on note :

fun,) = o(x, up, () — o(x,u(x)) p.p.
et
pi
| f(un ) (2)] < b(x) + alo(x))P2 € LP*(Q)

on a par le T.C.D : || f(un,) — f(u) ||,,—> 0, alors f est continue.

1.1.4 L’espace W?(Q)

Soit © un ouvert de RY, on note par D(Q) I'espace des fonctions de classe C>

et de support compacte inclus dans (2.

Définition 1.1.9 (voir [3]) L’espace de Sobolev WP(Q) est définie par :

D
axi

Whe(Q) = {u € LP(Q), dg; € LP(Y), tel que : / u—dx = —/gigo, Vo € D(Q),Vi € ﬁ}
Q

En particulier, pour p =2, on pose :
HY(Q) = WH2(Q).

pour u € WH2(Q) on note

ou

8_%:% et Vuz(

ou Ou ou )

8!1717 81‘27 o 8xN

Vu est appelé la dérivé au sens faible de g.

L’espace WP est muni de la norme :
Il lwre=[l wlle + 1| Vi e -
(ou parfois, si 1 < p < 0o, de la norme équivalente [|| u |2, + || Vu ||5,]7).

Proposition 1.1.2 L’espace H'(Q) est un espace de Hilbert quand le muni par le
produit scalaire

(ua U)Hl = (u7 U)LQ + (vu7 VU)LQS
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La norme associée :

1/2
lu = [l wllZe + | V2]

est équivalent de la norme de WH2(Q).
Voici quelques propriétés topologiques de 'espace de Sobolev W1P((Q).

Proposition 1.1.3
(i) L’espace WP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo,
(ii) Uespace WIP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo,

(iii) Uespace H'(Q) est espace de Hilbert séparable.

1.1.5 Injection de Sobolev

Le but de cette section est d’introduire quelques injections continues et compactes
dans les espaces de Sobolev. Rappelons qu’un opérateur linéaire 7" entre deux espaces
vectoriels topologiques (par exemple normé) E et F est dit compact si I'image par
T de toute partie bornée de E est relativement compact (adhérance compacte) dans
F. Plus précisément, pour toute suite (z,,) une suite bornée dans F, on peut extraire
une sous suite u, = (T'(zy, ))n.en de la suite u,, = T'(x,) converge dans F.

Notation
1.L’espace E s’injecte d’une maniére continue dans F', signifie que l'injection cano-
nique j : F — F est continue et on le note par £ — F.
2.L’espace E s’injecte d'une maniére compacte dans F', signifie que l'injection
7 : E — F est compacte et on le note par £ <. F.

Sil<p< N, l'exposant de Sobolev de p est définie par :

Np

ou :
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Théoréme 1.1.6 (/3/) Soit 1 < p < oo. On suppose que Q est un ouvert de classe
C*, borné, ou bien Q =RY :

(i) Sil1<p<N, alors Wh? — LF"(Q),

(i) Sip= N, alors WP — L1(Q) Vq € [p,+oo],
(iii) Sip > N, alors WP — L>=(Q).
Théoréme 1.1.7 (Rellich-Kondrachov) (/3/). On suppose que S borné de classe
Cl. Ona

(i) Sip< N, alors WY —_ LY(Q), Vqe[l,p*,

(ii) Sip= N, alors WY —_ L1(Q), Vq € [l,+o00],

(iti) Sip> N, alors W <, C(Q),

1.1.6  L’espace W,"(Q)

Définition 1.1.10 ([3]) Etant donné 1 < p < oo, on désigne par W,*(Q) la fer-
meture de D(Q) dans WP(Q) c’est a dire Wy (Q) = mwlvp(ﬂ) .

On note HL(Q) = W,2(Q).

L’espace WyP(Q) est munit de la norme induite par W'(Q), Uespace HL(Q) est

munit du produit scalaire induit par H'(Q).

Proposition 1.1.4 ([3]) L’espace Wy P(2) est un espace de Banach séparable, il est

de plus réflexif pour 1 < p < co. L’espace H}(Q) est un espace de Hilbert séparable.

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle de base des fonctions

dans 'espace W, 7(Q).

Théoréme 1.1.8 ([3]) Soit u € W'P(Q), alors u € Wy (Q) si et seulement si
u =0 sur 0.

Proposition 1.1.5 (Inégalité de Poincaré) (/3/) Soit Qun ouvert, borné alors il

existe une constante C (dépendant de || et p) telle que :

|u|l<C || Vu | YueW,?(Q) (1<p<oo).
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Autrement dit, sur Wy (Q) la quantité || Vu |p» est une norme équivalente a la

norme usuelle de WP(Q).

Quelques inégalités préliminaires

Proposition 1.1.6 soient a,b >0, on a :

1. ja+bp < 2‘1_1(\a]p + |b|P>, V1<p<A.
2.51<p<2: ‘|a|p_2a - \b|p_2b’ < cla — b|P~1L.

3. 8ip>2: ’|a|p’2a - |b|p*2b‘ < c<|a —bl|alP? + |a — b|1’*1>.

4. Sip>2: |lar=2a — 2| < cla bl (lalr=2 + op=2).

5. Soient x,y € RY

e Sip>2,0na:
(|l[P~22 — [yl 2y, o — y) > Cplo —y/?

e Sil<p<2 ona:

[~

~ Colz —y?
(|z[P~2z — |yl 2y, 2 — y) > ( 2

|| + [yl)*7

1.2 Dérivés d’une fonctionnelle et points critiques

Dans ce que suit, on introduit quelque notions des dérivées pour des fonctions
définies sur des espaces de Banach. Nous commencons par celle de la dérivée direc-

tionnelle.

1.2.1 Dérivé au sens de Gateau

Définition 1.2.1 (/10/) Soit E un espace de Banach, Q@ C E un ensemble ouvert
et soit I : @ — R une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de
Gateau (G-différentiable) en u € 2, s’il existe A € E' (A linéaire et continue), noté
par 1, (u) tel que, pour tout v € E, ou I(u+ tv) existe pour t > 0 assez petit, la
dérivée directionnelle DI(u) eziste c-a-d :

I(u+tv) — I(u)

12% = (Au,v) (1.1)
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si I est différentiable au sens de Gateau en u, il existe seulement une fonctionnelle

linéaire vérifié (1.1).
Exemple 1.2.1 Soit I : L?(Q) = R;  I(u) = [, |ul"dz, I est G-différentielle et

—p/ |u|P~2uvdx
0

En effet, soit x € Q, t suffisamment petit fixé et on définie

on a :

Guw(s) = |lu+sv|”, s€]0,t]

Soit gy : [0,t] = R, on a gy, est continue sur l'intervalle fermé [0, ] et dérivable sur
Uintervalle ouvert 10,t] alors d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe

un réel ¢; €]0,t] vérifiant :
gu,v(t) - gu,v<0> = |u + tv’p - |u|p
= g;ﬂ)(Ct)t
Alors :

Ju+ tof” — Juf”
t

= plu + cv|P2(u + ).

Lorsque t — 0, alors : ¢, — 0 et on a :

lim lu + to]” — |ul”

— 1 p—2
lim ; = gtlin()p|u + P (u + o)

= plulf*uw

d’apres le théoreme de convergence de Lebesque, on a :

lim I(u+ tv) — I(u) :p/ =2
0

t—0 t

Alors, pour tout tout u € LP(Q2), lopérateur Au est définie par

A LP(Q) — R

(Au,v) /|u|p 2w
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On démontre que Au € (LP(Q)) = LY (Q). Le. A est linéaire et continue.

A est linéaire, en effet : soit vi,vy € LP(Q) et soit a, 5 € R :
(Au, avy + Pug) = p/ [u|P~2u(avy + Buy)
=p [/ |ulP2uav, + / ]u\pzuﬁw}
:ap/|u|p_2uv1 +5p/|u|p_2uv2
= a(Au, v1) + B{Au, vs)

Done, Au est linéaire.

Au est continu, en effet : pour tout v € LP()

(ue)| =[p [ 1up-2u| <p [Pl
1 1
<o [l ) ([ ror)?

—1 1
(p—1)( pl) b= -
<o( [ 1) [y

=[| w7 v e -

Alors, Au est continu. Donc, la fonctionnelle I est G-différentiable et on a :

Il (u) = Au.

1.2.2 Dérivé au sens de Fréchet

Définition 1.2.2 (/10]) Soit E un espace de Banach, Q2 C E un ensemble ouvert et
soit I : Q — R une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Fréchet
enu €, s’il existe A € E' tel que :

Iu+v)—1I(u) — Av

lim =0.
ol Il i
ou
I{u+v) = I(u) = Av +o(]| v ).
si I est différentiable, alors A est unique et on note I'(u) = A. L’ensemble des

fonctions différentiables sera noté C*(Q,R).
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Proposition 1.2.1 Soit Q2 C E un ensemble ouvert, supposons que I est Gdteau
différentiable sur S et que I}, est continue en u € ). Alors I est différentiable en u

et on a : I (u) = I'(u).

Remarque 1.2.1 L’importance de la proposition (1.2.1) réside dans le fais qu’il est
souvent techniquement plus facile de calculer la dérivée au sens de Gdteau et ensuite
de prouver qu’il est continu, plutdt que de prouver directement la différentiabilité au

sens de Fréchet.

1.2.3 Points critiques

Définition 1.2.3 ([10]) Soient Q un ouvert d’un espace de Banach E. Supposons

que I € CY(Q,R). On dit que u € 2 est un point critique de I, si :
I'(u) = 0.

St u n’est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de I.

Si c € R, alors on dit que ¢ est une valeur critique de I, s’il existe u € Q) tel que
I(u) =c et I'(u) =0.

St ¢ n’est pas valeur critique, alors on dit que ¢ est une valeur réguliére de I.

1.3 Condition de Palais-Smale

La condition de Palais-Smale joue un role assez semblable pour des suites
sur lesquelles la fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une valeur critique
potentielle et pas seulement vers la borne inférieure. C’est une condition & priori, a
vérifier au cas par cas sur chaque fonctionnelle. Indépendamment de 'existence ou
non des valeurs critiques. Elle sera par contre un ingrédient essentiel pour montrer

cette existence dans un certain de nombre de cas.

Définition 1.3.1 (/12/) Soit E un espace de Banach et I : E — R de classe C'.

On dit que I vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c) si de toute suite u,
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de E telle que :
I(u,) — ¢ dans R et I'(u,) — 0 dans E'.
Alors, on peut extraire une sous suite convergente.

Remarque 1.3.1

i) la condition de Palais Smale ne préjuge pas de existence d’une valeur cri-
tique. Elle dit seulement que st on a une telle suite u,, celle ci est nécessairement
relativement compacte. Pour l'utiliser effectivement de facon utile, il faudra pouvoir

démontrer par un autre biais qu’une telle suite existe.

ii) Les deux hypotheses sont indépendantes. En effet méme si ¢ = infq I, on peut
parfaitement avoir une sous suite minimisante u, telle que I'(u,) - 0.
On prend cette exemple pour démontrer le remarque :

Soit I : R — R, tel que : I(u,) = sinu?

).

3 1 3
et soit u, = (; + 2nm + ——)'2, alors I(u,) = sin(—ﬂ + 2nm +

1
vV 2nm 2 V2nm

3
lim 7(u,) = lim sin[(—ﬂ + 2n7 +

1
n—oo n—oo 2 N 2nm
]

)1/2]2

3
= lim Sin[—w + 2nm +

1
n—00 2 N 2nm

1
= lim sin[g—w + ]

n—00 2 \ 2nm

=—1.
D’autre part, on a
I(u,) = sin(u?),
I'(up) = 2uy,cos(u?),

5 3r +onm 4 1 o (37T o+ 1 )
= — 4+ 2n7 — 4+ 2T+ —— | .
2 V2onrw 2 V2onm



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET ESPACES FONCTIONNELS 21

1
v 2nm

On fait le changement de variable suivant, tel que on pose t =

3m 1 3T
r = — 4+ = =
(uy) 2 5 +t2+t cos.(2 +t>,
Y Gy (t+5+7)
= 5t cos 5 T7)
3 1
= 2 §+t—2+t sin () ,

3n 1 sin (t)
= 2t — + =+t .
< 2 * 12 * ) t

Et lorsque t — 0, on obtient : I'(u,) — 2

B R
L
i 'f_f': T

Condition de Palais-Smale satisfaite au niveauc=1etpasenc =0



Chapitre 2

Le genre de Krasnoselskii

2.1 Introduction et définition

A notion du genre que nous allons définir nous permet de distinguer deux
Lensembles A, B fermés, symétriques et ne contenant pas l’origine, en regardant
s’il existe une fonction continue et impaire de A dans B. Il faut également savoir que
pour différents types de problémes, il faut introduire des notions adéquates d’indice
topologique ; La notion du genre correspond & la notion d’indice pour les ensembles
invariants sous 'action du groupe Z, et de ce fait joue un réle important dans le
cadre des problémes variationnels qui ont une invariance sous l'action de ce groupe.

Pour plus de détails voir ([15],[17] ,[10] )

Définition 2.1.1 (/10/) Soit E un espace de Banach. On désigne par > (E) l’en-
semble des parties fermées symétriques de E ne contenant pas [’origine, plus préci-

sement :
Z(E) = {A C E; A est fermée, non vide,0 ¢ A,—A = A}.
Si A€ > (E) on appelle genre de A le nombre noté v(A), défini par :
Y(A) == inf{N > 1;3 o : A — R"\{0} continue et impaire}.

Par commodité on posera vy(¢) = 0.

Comme toujours, s’il n’existe pas d’entiern > 1 et de fonction ¢ continue et impaire

22
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de A dans R™\{0}, on pose v(A) = +o0.

1l est important de noter que le genre n’est définit que pour des ensembles fermés.
D’abord on rappelle par le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1 (Borsuk-Ulam) (/10]) Soit Q2 un ouvert symétrique de RY , conte-
nant origine et soit ¢ : 9Q — RY continue et impaire, telle que p(0Q) C Ey, (ou

Ey CRY avec dim Ey < N —1). Alors, il existe zoy € O tel que p(z) = 0.

Exemple 2.1.1 Soit E un espace de Banach, et soit xo € E, || zo [|> R et
A= B(xg, R) U B(—x0, R).
Alors : A est du genre un y(A) = 1. En effet, il suffit de poser :

+1 si x € B(zo, R),

p(r) = _
-1 si x € B(—xo, R).

Remarque 2.1.1 Si A € > et v(A) > 1 alors A contient une infinité de points
distincts. Si A est fini, on peut écrire A = B U (—B) donc y(A) = 1.
Voici une classe importante d’ensemble du genre N.

Exemple 2.1.2 Soit E = RY et Q un ouvert borné symétrique contenant l’origine.

On a : y(0Q) = N. En effet, on prend la fonction :

o =i: 00 — RV\{0}

r—i(x) =,

qui est continue et impaire, alors par la définition de v(02), on a|v(02) < N

D’autre part, par l'absurde on suppose que : y(0Q) < N — 1, alors : il existe une

fonction continue et impaire
@ : 00 — RY "1\ {0},

alors d’apres le théoréme 2.1.1, il existe xy € 0), tel que p(xg) = 0, ce qui en
contradiction avec le fait que o prend ses valeurs dans RN=1\{0}

Donc, v(02) > N — 1 = |y(92) > N |. Alors, on conclut que :  |v(0Q2) = N
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En prend € est la boule unitée dans RY et 992 = SV~1, on obtient :

Corollaire 2.1.1 On a y(SN¥™1) = N.

Remarque 2.1.2 Si E est un espace de dimension infini et séparable, alors ~(S) =

oo ol S est la sphere d’unité dans E.

2.2 Propriétés du genre

Pour démontrer quelques propriétés sur le genre, on a besoin de présenter le

théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 (Tietze-Urysohn) [10] Soit A un ensemble fermé de RN et soit
f:A— R™ une application continue et borné.

Alors, il existe un prolongement continue f de f, tel que

[ RY — R™,
ie. f=f surA et f(RY)CR™

Nous regroupons ci-dessous quelques propriétés essentielles du genre que nous se-

rons amenés a utiliser fréquemment.

Proposition 2.2.1 Soit E' un espace de Banach et A, B € > (F).
(i) S’il existe f: A — B continue et impaire, alors y(A) < ~(B).
(i) Si A C B alors v(A) < ~(B).
(1ii) S’il existe un homéomorphisme impaire f : A — B, alors v(A) = v(B).
(v) v est sous-additif : y(AU B) < ~v(A) +~(B).
(v) si A est compacte alors y(A) < oo.
(vi) si A est compacte, alors il existe un voisinage fermé de A ayant le méme genre
que A. Plus précisement, il existe € > 0 tel que si

A, ={zx e E; dist(zx,A) <e}.

On a y(A) = 7(A).
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(vii) Siy(B) < 00, alors y(A\B) = v(A\B¢) > v(A) — v(B).

Démonstration. On va démontrer les propriétés du genre précidentes :
(i) Siona: y(B) = +o00, on a rien a prouver.
Supposons donc y(B) = n (i.e. B est du genre fini), alors il existe ¢ : B — R"\{0}

continue et impaire. D’autre part,on a :
/ P n
A — B — R™"\{0}

x— f(x) — o(f(2))
d'ott po f: A — R"\{0} continue et impaire. (Puisque on a f est une fonction

continue et impaire). Ce qui implique que
V(A) <n=~v(B).

(ii) On suppose que y(B) =n={ n>1 Jp: B — R™\{0}} continue et impaire.
il suffit de prendre f =id4 : A — B et en appliquant la propriété (i) pour déduire
que :

v(A) <¥(B).
(iii) Si v(B) = 400 est évident a démontrer. On suppose que y(B) = n alors il
existe ¢ : B — R™\{0} continue et impaire.
Et puisqu’il existe un homéomorphisme impaire (une application bijective et conti-

nue), on obtient :
Y(A) =n=~(B).
(iv) Si le genre de A ou celui de B est égale a 'infini, on a rien a prouver. Supposons

donc que A et B sont des genres finis et soient v(A) = m, v(B) = n. Il existe alors

deux fonctions @, 1) continues et impaires :
v : A— R™\{0}, Y B — R™"\{0}.

d’aprés le théoréme (2.2.1), on peut faire un prolongement continue @,1; de p, v

successivement, telle que :

p: EF— R™, ¢ continue et impaire, @ =¢ sur A,
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v E— R", v continue et impaire, Y =1 sur B.

En posant,

f:AUB — R*"™\{0}
v — f(2) = ($(@),d(@)),
qui est continue et impaire sur A U B. Alors,

YAU B) <n+m=~(A) +7(B).

(v) Soit x € A. Comme l'origine n’appartient pas & A, on a x # 0 et en prenant

R(x) < |z| (par exemple R(z) = %x) on a
B(z, R(x)) N B(—z, R(z)) = ¢.

Posons alors

w(z) = B(z,R(x)) U B(—z, R(x)) et A(x)=w(z).
D’aprés 'exemple (2.1.1) que nous avons vu ci-dessus, on sait que y(A(z)) = 1. De
fagon évidente, la famille (w(x)).c4 est un recouvrement ouvert de A, et celui-ci
étant compact, il existe n > 1 et un nombre fini de points x1, zy, ..., z, (on peut

extraire un recouvrement fini) tels que :

AcC U w(z;) C U w(z;).

1<i<n 1<i<n
On en conclus en particulier que
Ac | A,
1<i<n
et la propriété de sous-additivité du genre (propriété (iv)) et le fait que v(A(z;)) = 1,

ce qui impliquent que

Y(A) < y(A(1)) +7(A(2)) + - +7(Al2n)),

<l+1+..+1
—————

n
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c’est a dire que A est de genre fini.
(vi) On sait que A est de genre fini : soient Y(A) = n et ¢ : A — RN¥\{0} une
fonction continue et impaire.
Par le théoréme (2.2.1) il existe un prolongement ¢ continu et impair de E dans
RY. L’ensemble A, étant comme dans I’énoncé du théoréme, comme A est compact

et 0 ¢ o(A), il existe € > 0 tel que

0¢ @(Ae).

En effet, sinon il existerait une suite (xj); de E et une suite (y)r de A telle que

@(x) = 0, d(xr, yr) <

=

Puisque A est compacte, modulo une extraction de sous-suite, on peut supposer que
la suite y, —> y € A et que par conséquent z;, —> v.
On aurait alors 0 = @(zx) — @(y), cest a dire que ¢(y) = 0. Ouy € A et
2(y) = ¢(y) et ¢ ne s’annule pas sur A.
Par conséquent il existe € > 0 tel que ¢ envoie A. dans R™\{0}; Comme ¢ est
continue et impaire, on a y(A.) < n et d’aprés la propriété de croissance du
genre(propriété (ii)) :

n=7(A) <v(A) <n.

(vii) On a :

A C BU(A\B),
en utilisant la propriétée (ii) de la proposition 2.2.1 et on voit que :
Y(A) < y(BU(A\B).
d’apreés la propriétée de sous additivité, on obtient :
<7(B) +7(A\B),

et puisque y(B) < oo, on a :

Y(A\B) > v(A) —v(B).
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Proposition 2.2.2 Soit A C E, Q C RY borné et symétrique par rapport a 0, sup-
posons qu’il existe une application h € C(A,0Q) avec h impaire et homéomorphisme,

alors y(A) = N.
Proposition 2.2.3 Pour E =R"Y et 1< j < N, on définit :

vj:{AEZ \ Ac SV et y(A) >4}
Cette famille des ensembles posséde les propriétés suivants :
1.y #0, 1<j<N.
2.1 D% D... DN
3. On suppose que ¢ € C(SN=1, SN=1) et impaire. Alors, ¢ : v; — ~; est bien
définie i.e. pour tout A € y; on a (A) € ;.

4. SiA€q; et BEY, avec y(B) < s <j, alors A— B € v;_s.

2.3 Théoréme de Clark

Théoréme 2.3.1 Soit [ € C'(E,R) une fonctionnelle vérifie la condition de P-S.

On suppose que :
1. I est borné inférieurement et paire,
2. il existe un compact K € Y tel que y(K) = j et sup,c I(x) < 1(0) = 0.

Alors I admet au moins j paire des points critiques distincts.

Démonstration. On pose :

w={AeX \ w2k},

et on définie :

cp = inf supl(u), 1<k<j.
Aevk yeA

Les ensembles 7, satisfont les propriétés (1-4) du proposition 2.2.3 avec SV=1 rem-

placé par E. Comme la suite 7, est décroissante, il est claire que :

C1 SCQ S SC]‘.
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De plus ¢; > —oo car I est borné inférieurement et ¢; < 0 car y(K) = v(S77!) =
via le corollaire (2.1.1) et I\ < 0, d’aprés le principe de min-max, ¢ est une valeur
critique de I, on voit donc que si touts les ¢, sont distincts alors I posséde j valeurs
critiques distinctes, i.e. 7 paires de points critiques. Pour montrer le théoréme, il

nous reste a établir le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 Si pour des entiers 1 <k <j—1etl1<p<j—k avec:
—00 < Cfp = Chg1 = voo = Cpgp = € < 00,

alors ’ensemble :

K.:={ue€ E\I(u) =c et I'(u) =0}
vérifie y(K.) > p+ 1.

Démonstration.(du lemme) D’abord, on signale que 0 ¢ K. En effet, on suppose
que 0 € K. i.e. I(0) = 0 = ¢ mais on a vu que pour toute 1 < k < jonac <0
donc la contradiction, il est claire que K, € > car I est paire et comme [ satisfait
la condition de (P-S) alors on a K. est compact, par la proposition (2.2.1) (v) on
déduit que y(K,) < oo.
Par I’absurde , on suppose que v(K.) < p. Alors, par la proposition (2.2.1)(vi) il
existe & > 0 telle que 7(Vs(K,)) = v(K.) < p, on pose V = V5(K,) N S~ comme
Vc Vs(K.) alors 7(\7) < p. En appliquant le lemme de déformation avec O = intV
at £ =1, il existe ¢ € (0,1) et n € C([0,1] x S7=1, 5771) ou n(t,u) est impaire par
rapport u et satisfaire :

(1, Acre = N) C A (2.1)
ou :

~

Acye ={ue E: I(u)<c+e}
Acc={ueE: Iu)<c—c¢}

on montre que :

c< mar <c—eg; (2.2)
T](LA_‘?)
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Par définition ¢ = ¢;;, infae,,,, mar,eal(u), en utilisant la proposition (2.2.1)(vii)

on a :

YA =V) > 5(A) =~ (V) >4,

dot A—V € v;-
Donc, on déduit la relation (2.1) que (2.2) est vérifiée (contradiction).
Par la remarque (2.1.1), en particulier, si p > 1,K. est infini. i.e. la fonctionnelle 1

admet une infinité de paire des points critiques.



Chapitre 3

Existence et multiplicité des

solutions d’équation de type

Kirchhofft

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude du probléme elliptique "non local" de type

Kirchhoff de la forme suivante :
o
— (M| w|P)| Ayu = f(z,u) dans €,
| } )
U =0 sur 0f).

ot  un ouvert borné de RY A frontiére réguliére 09, f une fonction continue et
qui sera spécifiée ultérieurement et M est une fonction définie et continue sur R™ a
valeurs dans R*. Le probléme (P) est appelé non local en raison de la présence du
terme M (]| u ||”) qui implique que 1’équation n’est plus identité ponctuelle.

Cela provoque certains difficultés mathématiques qui rendent 1’étude d’un tel pro-
bléme intéressante. Ce genre de probléme ont des motivations physiques. En effet,
l'opérateur de Kirchhoff M (]| u ||P) apparait aussi dans ’équation des vibrations

non linéaires.
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3.2 Reésultat d’existence et multiplicité pour p=2

Dans cette section, on va étudier le probléme pour le cas particulier p = 2 afin de
comprendre les étapes et les techniques de maniére facile et explicite. On considére

le probléme suivant :

“M(u?)Au = flzu)  dans Q.

u =0 sur 0f).

D’oi1, dans tous ce travail on considére que  C RY un ouvert réguliér borné.
Soient f : @ x R — R et M : RT — R* sont des fonctions continues, Au est

I'opérateur Laplacien, qui définie par :

A N 9%y

U=y —,
— oz?

et || . || est la norme usuelle dans Hj(Q2) donné par :

| |P= / V.

Supposons que les fonctions f,M vérifient les conditions suivantes :

Il existe des constants positifs A, B et «, tels que :
At < M() < Bt?, (M)

Il existe @)1, Q)2 et ¢ des constants positifs, tels que :

Qut™" < flat) < Qat™, (f1)
Pour tout ¢ > 0, z € , d’oti ¢ € (2,2* = N)et !
ur tout ¢t > 0, x , d’ou ¢ 2 =) eta> o
flz,t) = = f(z, =), (f2)

pour tout t € R et pour tout = € Q.
On utilise la théorie du genre introduite dans le chapitre 2 pour démontrer le

résultat principal, comme ce que suit :
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3.2.1 Théoréme d’existence

Voici le résultat principal :
Théoréme 3.2.1 Supposons (M),(f1) et (f2). Alors, le probleme (Py) admet une

mfinité de solutions.

Définition 3.2.1 On dit que u € H}(Q)) est une solution faible du probléeme (P ).

Si elle vérifie l’équation suivante :

M(|| Hz)/QVu.Vvdx:/Qf(x,u)v, Vo € HL(Q) (PV)
Revenons au probléme (Py). Pour cela, nous considérons la fonctionnelle I définie
par :
[:HYQ) —R
u s Iu) = %zﬁ(n wl?) - / F(z,u),
d'otr, M(t = [I[M(s)]ds et F(z,t) = [5 f(

Lemme 3.2.1 Soit la fonctionnelle I est de classe C*(H}(Q2),R) et

Fu)o = M(| u %) /Vqu—/fxu

pour tout u,v € Hy ().

Démonstration. on va suivre les étapes suivantes. D’abord, nous commencons a
démontrer que :

1.1 est Gateau différentiable.
1. 1" étape : soient u, u+tv € H}(Q) et t > 0. On a
I(u+tv) = %]\/Z(H u+tv||?) - /QF(x,u + tv)dz,
Par un calcule simple, on obtient :

TGk 0 Bt { CO Y (%\[ﬂ(n wrttv %) = B(] w )]

t—0 t t—0

J/

-~

1

_% [/QF(;C,UHU)—F(%U)D

/

11
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on pose g(s) = M(|| u+ sv ||?) = fO”uJFSUHQ M(o)do, tel que : || u+ sv ||*=
Jo IV (u+ sv)|*da.

D’apres T.A.F, il existe un constant ¢; € |0, ¢[ vérifiant :

9(t) — g(0) = g'(cr) 1,
alors :
M(|u+tv]?) = M| u|?) =2.M(|| u+co ||?) /Q<w + ¢, Vo)Vu.t
d’aprés T.C.D :

M tv |2) — M(|| u |
fip ML+ t0 °) = MQTu ) _ lim 2M (|| u + ¢ ||2)/(Vu—|—ctVU)Vv
ct—r Q

t—0 t

= 2M(]| w ||2)/Vqudx.
Q

En effet, on a :
(i) (Vu+ ¢ Vo)Vo — VuVu p.p. z € Q

(ii) posons : wy = (Vu+ ¢, Vv)Vu, pour tout ¢; €]0,1[ et on a :

jwi] - < (IVul + e[ Vo]) [Vl

< (|Vu| +|Vv]) [Vo| € LY Q)
Et puisque M : Rt — R* est une fonction continue, alors :
M| u+ew [[*) — M(|| w |*)
Ce qui implique que :
M(|| w4+ cw ||?) /gl(VuchtVU)Vv — M(]| u ||2)/QVuVU

Pour la partie (/1) : on démontre que

1

E/Q(F(a:,qu)—F(ﬂc,U))dﬂ?—>/Qf(9fv“>“-

facilement de voir que :

u+tv u
F(z,u+tv) — F(z,u) = /0 f(x,s)ds — /0 f(z,s)ds.
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Posons :
u+sv
h(s) = Plautso) = [ fla.min
0

alors, d’aprés T.A.F, il existe un constant ¢; € ]0,¢[, tel que :
h(t) — h(0) = B (c).t
alors :

F(z,u+tv) — F(z,u) = v.F'(x,u+co)t

= v.f(x,u+ o)t

donc :
F(z,u+tv) — F(z,u)

; = f(z,u+ cv)v

et par le T.C.D, on a

F tv) — F
lim (z,u + ) (z,u) = lim [ f(z,u+ ¢v)vde
t—=0 Jqo t ct—

0Ja
= /f(x,u)vdx.
Q

En effet, d’abord on a :
v(x). f(z,u(z) + qu(z)) — v(z). f(z,u(z)) pp. z€Q.
De plus, d’aprés 'hypothése (f;) on a
flz,u+ ctv)v‘ < Qalu + e ol

En utilisant 'inégalité premier de la proposition (1.1.6) avec a = u, b = ¢,
on obtient :

Ju+ el <277 (Jul T 4 T ol

Alors,

|z, u+ev)] < Q.29 (Ju]*h + c§71|v|q’1) |v],

= Q.27 Hu|t u| 4+ Q229721 Hwl.
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On prend ¢; suffisamment petit (¢; < 1), on obtient :

f(o,u+ ctv)v‘ < .27 (|U’q71|1}’ + ’U’q)

<k (lu ol + Jvl)

Ou k = Q2.2772, on vérifie que |u|?|v| € L}(Q) et |v|? € L1().
D’une part, comme H}(Q2) — L* () et puisque : v € H} () alors v € L* (Q)
et comme q < 2* alors, L? () < L9(f2) et par conséquent : v € L4(£2) d’out

|v|9 € L1(Q). Et d’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder, on obtient :

1 1
k/ (|u|q*1|v! + !v!q) <k (/ \UI(ql)(2*)’) (2+) (/ v 2*) 2 +/ |v|9dzx
Q Q Q Q

<k llu e eyl vl + vl

On vérifie que : u € LDV (Q); Comme u € H}(Q) — L¥(Q). Alors, il
suffit de montrer que
L¥(Q) — LD (Q)

-1

On a la quantité || u [|T",) .

,» est bien définie grace aux injections continues :
HL(Q) — L¥(Q) — L DEY ().
Sachant que : (¢ — 1)(2*) < 2*. Alors, u € L@V (Q), il vient
/Q lu|" v < co = |ul|" v € LY(Q)
En appliquant le T.C.D, on obtient :
/Qf(az,u#—ctv)vdx — /Qf(as,u)vdx
2. 2™ étape : il reste de montrer que pour u € H{(f2), Popérateur

Au: Hy() — R

v o— <Au,v):M(||u||2)/QVqud:v—/Qf(x,u)v
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est linéaire et continu a) Au est linéaire, en effet, soient vy, vy € H}(Q), et

soient «, f € R
(Au, avy + Bug) = M (|| u ||?) /ﬂ VuV(av, + fvg)dz — /Qf(x,u)(cwl + Bus)
=aM(|| u HQ)/QVqul —a/Qf(a:,u)vlda:+ﬁM(|y u H?)/Qvuwg
5 /Q f(, u)vsda

_a (M(H " Hz)/QVqul—/Qf(x,u)vldx) + 5 (M(H " HQ)/QW
Vo, — /Q f(m,u)vm>

= a(Au, U1> + B(AU, U2>'
b) Au est continue : en effet, pour tout v € H}(Q) on a :

Au ) = | w ) [ Fuvo= [ foweda] < M0l P

‘—i—‘/ﬂf.vda:‘

d’aprés Cauchy Schwarz et ’hypothése (f;) :

(Au, o) < M [?) | Va ozl Vo e +Q / s~y

1 1
_ *\/ 2* / * ?
< M0 ) gl o g e ([l ) (] )

< M(|| u H )|l u ||H1|| v ”H1 +Q2 || u ||L(q 1)(2%)!

| v ||L2*

et par l'injection : H}(Q) < L* (), on trouve :

[(Au, o) < M wlP) lw gl o g +Qe w1l o g

< (M w2 Wl +@Q 1wl ey ) el

Ot C=M(|[ull®) | ullm +Q2 [l w |l pw-ney
Alors, A est continue et par suite la fonctionnelle I est G-différentiable et

on a .

(I;(u),v) = M(|| u HQ)/QVqudx —/Qf(x,u)vdm Vv € Hy ().
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ou :

Au=I,(u): Hy(Q) — R

v — (I5(u),v) = M(|| u H2)/QVqudx—/Qf(a:,u)vdx
2.1 est Fréchet différentiable.
Pour vérifier que la fonctionnelle I est Fréchet différentiable, il suffit de montrer
que
I Hy(Q) — (Hy(Q)) = H ' (Q)
u — I(u): HY(Q) — R

tel que : I;;(u) = M(|| u |]?) |, VuVvde — [, f(z,u)vdx est continue. On prend

(un) C Hg(9), telle que u, — u dans Hg(Q), soit v € Hg(Q) avec || v || <1
Rappelons que la norme dans (H}(Q2)) est définie par :
1 (uy,) — I5(uw), v
| Zan) — o) = sup 160 —Tl), 0

ol <1 | vl
veHE(Q)

Le but est de démontrer que || If;(u,) — I (u) || Hy)" — 0.
|{T6(un) = Ig(w), v)| = [ (un), v) = (I (u), v)]
= M ) [ VeV = [ fleun)ods = 21w )
Q 0

/Vqud:c—l—/f(x,u)vdx‘
0 Q

< ’M(H Up, ||2)/VunVde — M(|| w ||2)/VUVUdm’
Q Q

h b
—1—‘/Qf(m,un)vdx—/gf(x,u)vdx‘
- Y

(i) : D’une part, (u,) est une suite convergente dans H} () ; alors :
I 25—l w2
et puisque M : RT — R™ est continue, alors :

M([| wn [17) — M([| w |*), (3.1)
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d’autre part, par Cauchy Schwarz on a :
’/Vuan—/Vqu’ < fup—ul[gg— 0.
Q Q
Ce qui prouve que :
/ Vu,Vodr — / VuVudz. (3.2)
Q Q
De (3.1) et(3.2), il vient :
M| w, |2 / Vu,Vodz —s M(|| u |?) / VuVuds. (3.3)
Q Q

Yo € Hj(Q2), avec : || v [|< 1.

(7) : On veut démontrer que :
’/Qf(m,un)vd:v—/gf(a:,u)vda:‘ = ‘/Q(f(:)s,un)—f(x,u))v,
< [ 1# ) = ) olde

en appliquant I'inégalité de Hélder et par I'injection de Sobolev H}(2) < L* ()

avec || v ||< 1 on obtient :

| [ #aundods = [ ueds] <) £(o) = 50 |0
Q Q

<cll flzun) = fl2,u) ||Ler

<c|l fl@un) = fla,u) ||per (3-4)

| v ||Hg

On applique le théoréme (1.1.5); d’aprés I'hypothése (f1) et en prenant : p; =

(¢ —1)(27) et pp = (27)

on déduit que 'opérateur de Nemytskii définie par :
Ny : L(qfl)(2*)’(Q) N L(Q*)/(Q)
u(@) — Nyp(u)(x) = f(z,u(z)).

est continu, donc il suffit de vérifier que : u,, — u dans LYV (Q): on a vu que :
HL(9) est s'injecte continument dans L@~V (Q).

alors u, —» u dans L4~DC)(Q) et par conséquent

Ny(u,) — Ny(u) dans L®)'(Q)
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Ce qui implique que :
I f (e, un) = f (2, u) [ ey — 0

D’ou

/Qf(:c,un)vda: — /Qf(:c,u)vd:c. (3.5)
Alors, (3.3) et (3.5) nous donne :

| 16 (un) — 16 (w) |l (azzy— 0.
Donc, I(;(u) est continue et I est Fréchet différentiable; on pose :
It (u) = I'(u).
D’apres (1) et (2), I € C'(H}(Q),R) et plus précisément :
(I'(w),v) = M(|| u ||2)/QVqudx —/Qf(a:,u)vda:. Vu,v € Hy(Q)

Remarque 3.2.1 u € H} () est un point critique de I si et seulement si u est une

solution faible du probleme (P).

3.2.2 Compacité de [

Dans la démonstration du théoréme (3.2.1) nous aurons besoin des résultats

techniques suivants.
Lemme 3.2.2 [ est une fonctionnelle bornée inférieurement et paire.

Démonstration.

e Soit u € Hy (), telle que on a :
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On a:

F(z,—u) = B f(z,s)ds.
0

On faisant le changement de variable : s = —~, on obtient :

F(z,—u) = /Ou flx,y)dy = F(z,u).

Alors, F est paire et ce qui implique que : [ est impaire.

e I est bornée inférieurement. En effet, pour tout v € H}(Q2) on a :

1

) = 330w ) = [ Faude,

:% OHUHQM(s)ds—/Q(/Ouf(x,s)ds) dz,

En utilisant les hypothéses (M) et (fi)

Ll u
I(u) > —/ A.s%ds — QQ/ (/ sqlds) dz,
2 Jo o \Jo

A [lul?
= —sO‘H‘ _ @ / (s7|y) dz
Q

2(a+1) 0 q
~ sy o =2 [ e
> g o =2 [l
~ st o~ 2 (36)

Comme ¢ € |2,2*[ et on utilise I'injection de Sobolev Hj(Q2) < L%((), on

obtient :

2a+2 _Q2C/ || U ”3{1

WHUH

comme o > g, alors : 2a+2 > q et par conséquent I est bornée inférieurement.
Lemme 3.2.3 [ satisfait la condition de Palais-Smale.
Démonstration. Soit (u,,) une suite dans H} (), telle que :

I(u,) — C et I'(u,) — 0.
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Comme [ est bornée inférieurement, alors :

) > A n2(a+1) Q2C, .
() 2 5 I I I

et le faite que la suite I(u,) est convergente alors elle est bornée. Et par conséquent :

il existe un constant C' tel que :
Alors, on écrit :

Cy > I(uy) > M” %ow ”Ml (3.7)

de (3.7), on déduit que :

A (a+1) QQ

- ! <
sy o ™ = iy < G

Comme o > g = 2(a+1) > g, la suite (|| u, ||)» est bornée, en effet :

en démontrant par l’absurde : supposons que || u,, || n’est pas bornée. Alors :
| tn [|—> +o0,

et on a

A (a+1) Q2

. / —
0 oty o ™ == e = +oc

Alors, on obtient une contradiction, car :

A H2(a+1) Q2

- ! <
saym el P e

Donc, on conclut que la suite ( .| ) est bornée. Alors, on peut extraire une
n

sous suite ( | wn,, || ) =|| u, || convergente vers t, > 0, on a :
n
| up ||P— to > 0.

(i) Sito = 0. Alors, || u, ||*— 0 et par suite : u, — 0 dans H}(2), ce qui

termine la preuve.
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(ii) Sito > 0. Alors, puisque M est une fonction continue, on obtient :
M (|| un [I*) — M(to).
Par conséquent, pour n suffisamment grand
M(|| un I?) = C >0, (3.8)

Comme (u,) est une suite bornée dans Hy(Q) : (|| u, ||< ¢) et comme HE(Q)

est un espace réflexif, alors on peut extraire une sous suite u, qui converge

faiblement dans H} (1),
u, =~ u  dans Hy(Q) (3.9)

d’apres, (f1),(T.C.D) et les injections de Sobolev, on a :

Jo flz,up)ude  — [, f(z, u)udz
fg f(x, up)upde — fQ f(z, w)udz.

On considére la suite :
P, = TI'(up)u, + / Iz up)uy — I'(ug)u — / [z, un)u (3.10)
Q Q
= M(]| uy, HQ)/(Vun)2 —/f(x,un)undx—l-/f(x,un)undx—
Q Q Q
M(|| w, Hz)/ Vu,Vu + / [z, up)ude — / f(z, u,)udz
Q Q Q
= Ml ) [ (Ve = Ml ) | Y,V
= M()| un H?)[/vun(vun—vm],
Q
lorsque n — 400 on a : P, — 0. D’une part, de (3.10) on a :
By = M([| wa 1) || wa 1> =M (|| un HQ)/QV%V% (3.11)
d’autre part, on consideére :

T = —M([| un ||2)/QVUVun + M (|| 1) [ ” (3.12)
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Comme on a :

[ vuve, = [ val =l
Q Q

Donc,

lim T, = —M(to) || w |* +M(to) || u ||*= 0.

n—-+4o0o

Par sommation de (3.11) et (3.12), on obtient :
Lot By = =M(] un H2)/QVUVUn + M ([ %) 1w 1+ [17) 1w [

—M(|| un |I*) / VuVu,
Q

= M(]| un ||*

~—

g [ 4 | -2 / Vu, Vil

= MO ] [ 190+ [ 1902 =2 [ V0,94
LJO Q

= Ml )] [ 1V, = P
-JQ

= Ml un %) [ tn —w [,

en utilisant (3.8) :

T,+P, >C | u,—u H?{é’
alors :
1
0 <[ up —u ||I?< :(Tn+Pn>,
<l - |P< =
et puisque,
1
I :(Tn Pn> —0,
donc,

. 2
Jim = u =0

on déduit que :
u, — u converge fortement dans H; ().

Donc, on conclut que la fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-Smale.
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Démonstration du théoréme (3.2.1). Soit {ey, e, ...} une base hilbertienne de
H}(2) et pour chaque k € N on considére X, = span{ei, es, ...e;} le sous espace de
H{ () engendré par les k vecteurs ey, ey, ...€.

On note que X — L(Q2), 1 < g < 2* avec injection continue. Par conséquent, les
normes de || . ||g1q) et || . ||zoo) sont équivalents sur Xj.

Alors, il existe un constant positif C'(k) qui dépend du k, tel que :

—O(k) | u ||z — / ], (3.13)

pour tout u € Xj. On utilise maintenant (M) et (f1) pour obtenir :

() = M (| u ) - / P, uw)dz

1 [lul?
= — M(s ds—//fxsdsdx
2 Jo
[l
<—/ sds—Ql//sq Ydsdx

HUH2 u
— T et AN ]
2(oz+1)5 0 q /Q 0o
— s e =2 g
2(a+1) q Ja ’
d’apreés (3.13), on a :
B a @
< 2ot 1) [l PO ===C (k) || u |,
ou aussl
B _ Q1
I(u) <||u || | &——= uQ(O‘“)q—Ck‘—).
) <l (g 02
Soit R > 0, tel que comme I(u) < I(0) = 0, alors :

2(a+1)—q
STCE) 1)R < C(k)Qs.

Pour tout v € K, on considére

K:{ueXk.: Hu||:r},



CHAPITRE 3. EXISTENCE ET MULTIPLICITE DES SOLUTIONS D’EQUATION DE TYPE KIRCI

soit 0 <r < R,on a:

B
M) <l (g 0 - 2e)
= rq(2(a L %C(k)>
q L (o )—Q_%
< B (2(a+1)R2 " q C<k>>
< 0.

ce qui implique que :

sup I(u) < I(0) = 0.
ucK

Soit K C X, S* ! C R*¥ il existe un homéomorphisme entre les deux espaces.

On consideére 'application continue et impaire :

g: K — SF!

1
u — g(U) = ;()\1,)\2, 7)\k)

Donc, on déduit que

AI) = 5(5") = k.

Les hypothéses du théoréme de Clark (2.3.1)sont satisfaites alors le probléme (P)
admet au moins k£ paires des points critiques et k est arbitraire et par suite d’aprs

la proposition (3.2.1), le probléme (P;) admet une infinité des solutions faibles.

3.3 Généralisation aux cas 1 <p < N

A travers de cette section, on étude l'existence et la multiplicité de (P), avec
1 < p < N. en prenant prenons les mémes hypothéses que nous définissons dans le
cas particulier p = 2 avec un peu de modification. Rappelons que A,u est I'opérateur
p-laplacien, tel que :

Ayu = div (\Vu|p_2Vu> ,
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On note pour p =2 on a Ayu = Au.

et || . || soit la norme usuelle dans W,” () définie par :
lulr= [ 1vu
Soit M : R™ — R* continue et M vérifie :
At < [M(1)]P~! < Bt* (H,)
Il existe ()1, Q2,q > 0 telles que :

Q" < flx,t) < Qat"! (Hs)

— . N
pour tout ¢t > 0 et pour tout x € ), d’ou : ¢ €]p,p* = et a > —.
D p

flz,t)=—f(z,—t)  (Hs)
pour tout ¢ € R et pour tout z € Q

On dit que u € W, () est une solution faible du probléme (P). Si elle vérifie :

M [ vt vave = [ fee

pour tout v € Wy ().

Pour cela, on considére la fonctionnelle [ : I/VO1 P — R, donné par :

I(u) = %J\?(II ul?) - / P, u)dz,

d’ou : M fo s)|P~lds et F(z,u) = fo f(x,s)ds,
tels que les points critiques trouvés par cette fonctionnelle représentent les solutions

de probléme (P).

Théoréme 3.3.1 Supposons (M), (f1) et (f2). Alors, le probleme admet une infinité

des solutions.

Proposition 3.3.1 La fonctionnelle I est bien définie et de classe C* sur W, 7(Q).

Sa différentielle est donnée par :

I'(uyv = [M(]| H”)]p1/Q!Vu!p2Vqu—/Qf(x,u)v

pour tout u,v € Wy (Q).
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Démonstration. Nous allons suivre la méme maniére qu’on a déja utilisée dans le
cas particulier
(i) Gateau différentiable : Soient u,u + tv € Wy*(Q) et t > 0,

on a : La fonctionnelle I est G-différentiable, en effet :

I(u+ tv) — I(u)

1 —_~ —_~
1 — _ py _ p
Tim t =t (= [V w00 1) = MO )]
b
1
——{/F(a:,u—l—tv)—F(:v,u)})
t LJa
11

Pour (I) : on pose g(s) = ]/\4\(|| u+sv|P) = foHqusv”p[M(a)]p’lda, tel que on
a:

| utto [P= / IV (u + to)dz
Q

En appliquant le T.A.F, alors il existe ¢; €0, t[ vérifiant :

g(t) = g(0) = g'(ci)t

M(|) utv ||P) = M(|| w |[?) = pIM (]| u+ v ||P))P / |V (u+ c) [P~

V(u+ cv)Vo.t
M to ||P) — M(|| w ||?
e =D ppat (s o e [ 190+
Q
V(u+ c;v)Vo
in Y NIl P
pim MUt 0 17 = MO ) ()t e ||p)]p—1/ IV (u + cpv) P2
t—0 t ct—0 Q
V(u+ c¢v)Vou

oM (PP [ (FupVave (314)
L continuité de M affirme que :
M([[ u+ e [|7) — M w|[7)
d’autre part, par le T.C.D on a :
/Q V(4 ) P2V (1 + ) Vo — /Q VU 2Vu Ve

En effet :
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L. |[V(u+c)P2V(u+ cv)Vo — |[VuP"2VuVu p.p. dans
2. on a les estimations suivantes :
IV (u+ cv) P2V (u + c0)Vo| = |(Vu + ¢, Vo) [P V|
< e[Vl + JePH Vo) V|
< o([Vul~ + Vo) | V|

< o(|Vul~ Vo] + |VolP) € LY(Q).

Pour (II) : on démontre que

%/Q(F(x,u +tv) — F(x,u))de — /Qf(x,u)v.
On a
F(z,u+tv) — F(x,u) = /u+tv f(x,s)ds — /u f(x, s)ds.
0 0
Posons :

h(s) = F(z,u+ sv) = /0u+sv f(z,m)dn, se€]0,1]
D’aprés T.AF, il existe un constant ¢; € |0, ¢[
h(t) — h(0) = h'(c;).t
D’ou :

F(z,u+tv) — F(z,u)
t

= f(z,u+ cv)v

et par le T.C.D, on a :
F(z,u+tv) — F(z,u)

15% g ; = Cltlglo Qf(a:,u+ctv)vdx
= /f(:z:,u)vd:z:. (3.15)
0

En effet :

lim v.f(z,u+ ¢v) =v.f(z,u) p.p. dans €.

Ct—>0

De plus, d’aprés ’hypothése (f1) on a

f(z,u+ c)v| < Qolu + ¢ Mol
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En utilisant I'inégalité premier avec a = u, b = c;v alors, on a :
lu + |7t < 2972 (|u|q_1 + cg_1|v|q_1)
On obtient :
\f(z,u+ )] < Q.2772 (|u|q_1 + c§_1|v|q_1) v,
= Q.27 | o] + Q2.2q*2.cg%]v|q.
On prend ¢; suffisamment petit (¢; < 1)

[f(@,u+ ey < Q277 ([ul™ vl + [v])

<k (Jul" ol + [v]7)

On vérifie que |u|?!v] € L'(Q) et |v]? € L(Q).
D’une part, comme W,?(Q) < LP"(Q) et puisque on a : v € W,P(Q) alors

v € LP" (Q) et comme g < p*, alors on a :
LP(Q) — LY(Q),

et par conséquent : v € LI(2) donc, |v|? € L'(Q). Et d’autre part, en utilisant

I'inégalité de Holder :

1 1
|f (2, u+ coo)o| < k (/ |u’(f11)(p*)/) (p*) (/ v p*)p* +/ |v|9dz
Q 0 Q

<kl ulfo gl vl + 1ol

On montre que : u € L= DE)(Q).

Comme u € W, (Q) < LP"(Q), alors le fait que LP" () < L@~ D@ (Q) car :
(¢ — 1)(p*)" < p*. qui vient de 'hypothése ¢ < p*. Alors, u € L D®)(Q), et
par suite :

lul*" v € LY(Q).

Les relations (3.14) et (3.15) affirment que :

lim I(u+tv) — I(u)

t—0 t

= [M(]] u ||p)]p_1/ﬂ|Vu|p_2Vqud:E—/Qf(x,u)v.
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pour tout u € W,*(Q), on pose :

Lu:WyP(Q) — R
v — (Lu,v) =[M(]| u Hp)]p_l/ ]Vu|p_2Vqudx—/f(x,u)v
Q 0

L’opérateur linéaire L est continu, en effet : pour tout v € Wy (1),

[{(Lu, v)] = [[M(]| v H”)]”I/QIVU\“WW—/QJ‘"(I,U)U < [M(]| u !I”)]pl/QIVUI“IWI

+ [ 17l

d’aprés l'inégalité de Holder (1.1.1) et 'hypothése (f1), on obtient :

(L, v)| < M 7)1 V15 ] Vo [l +Qz/ Jul”" o]

<M PP bl o e 4@ w5 e v e

en utilisant I'injection : W, ?(Q) < LP" (), on obtient :
(L, o)) < M P 2000 g +C-Qa 1l 195 e v s
< (Il 2P I Bl +C.Qu w5 ey ) 110 gz

On conclut que la fonctionnelle I est Gateau différentiable et on a :

(I (w)u,v) = [M(]] w [[P]P / |VulP2VuVu — / flz,u)v

pour tout u,v € Wy (Q)
(ii) I est Fréchet différentiable
pour garantir la différentiabilité de I au sens de Fréchet, on a besoin de prouver

que I, est continue, on a :
Ig = Wo P () — (W ()
u— Ig(u) = [M(]| u [P]" 1/|Vu|p 2Vqu—/fxu

Soit (u,) une suite de W, (Q), telle que :

Up, — U dansW,?(Q).
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On note : (Wy*(Q)) = Wy (Q) et la norme dans W, ' () est définie par :

(15 (un) — Ity (), v)]
| I (un) — I(w) ||, 1= sup
¢ i ol <1 | v |l
vewy ()

Alors, pour tout v € W, ?(Q) avec || v ||<1ona:

T (un), 0) — {T(u), 0)
(] [P / V[PV, Vo — / £, o
() ) / VuP2Vuvo + / £z uyw

< M0 PP [ VYV = D

{Ig(un) = Ig(u),v)

/Q\VuV’QVqu‘ + ‘ /Q(f(:c,un) — f(:c,u))v‘
d'une part, comme (u,) une suite convergente dans W,(€), alors :
A
et puisque M est continue :
(M (] wn [P)P7H — (M) w |P)P (3.16)
En utilisant I'injection de Holder :

‘/ VP 2Vu, Vo — |Vu]p_2Vqu‘ = ‘/(]Vun\p_2Vun - ]Vu|p_2Vu)Vv‘
Q 0

P')l/p'(/ |Vv|p) 1/p
Q

'\ 1/0'
) oty

<( / V22V, — [T~V
Q

<( / V2,2V, — [T~V
Q

Comme v € WyP(Q) et || v <1
P\ /P
) —0

En effet, Comme (u,,) une suite converge vers u dans W, (Q), alors, Vu, —>

Vu dans LP(£2)

< (/ ‘\Vun]p*QVun — | VulP~*Vu
0

1) Sil < p < 2:en utilisant I'inégalité suivante :

laP2a — |b]P7%b| < |a —b]P7!, Va,b>0



CHAPITRE 3. EXISTENCE ET MULTIPLICITE DES SOLUTIONS D’EQUATION DE TYPE KIRCI

Alors, on a
P ’
‘]Vun\p*QVun - ]Vu]p’QVu) < ¢|Vu, — Vu|P~DP
et comme Vu,, — Vu dans LP(Q), alors :
/ |V, P2 Vu, — / |VulP~2Vu
Q Q
2) Si p > 2 : en utilisant I'inégalité suivante :

laP~%a — |b[P~2b

< cla— bl (lal2 + b}2)

P , o
/ ‘\Vun|p*2Vun — |[VulP*Vu| < c/ |Vu, — VulP <]Vun|p*2 + |Vu|p*2)
Q Q
< c'/ |V, — vu|p’ (vun|(p—2)p’ + |vu|(p—2)p’>
Q
= c’/ |V, — Vul? [Vu,|P~2P +
0

c’/ IV, — Vul?'|[Vu|P~2P

en appliquant Holder pour a =p—1et o = ——

1 1

|
< c’(/yvun—vu\p’a)a</|Vuny<f’—2>p’a’)5 +c’(/\vun—W|p’a)5
</|Vu|p’(p2)o/>$

= || Vun = Vu [l Ve |57+ || V= Ve || Vu |75
Comme Vu,, — Vu dans LP(Q) et puisque || Vu, || est bornée, alors :
/Q <|Vun|p_2Vun — |Vu|p_2Vu> Vo —0 (3.17)
De (3.16) et (3.17), il vient :

(] e PP / Vit [P 2V, Vo — (M (]| w ) / Vul2Vuve
(3.18)
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Yo € WyP(Q) avec || v [|[< 1. On a :

’/Qf(x,un)vdx—/gf(x,u)vdx’ 0.

Car :

’/Qf(x,un)vd:c—/ﬂf(x,u)vdx’ = ‘/Q(f(%un) — F(z,u))v],
< [ 1t = a0 o,

en appliquant l'inégalité de Holder pour p = p* et par 'injection de Sobolev

WyP(Q) < LP"(Q) avec || v ||< 1 nous donne :

<|l f @, un) = f@; ) [[poo || v [l
<c|l fl@un) = fla,w) Lol vl

<l flw un) = flz,u) [l oy - (3.19)

d’aprés 'hypothése (f1) et le théoréme 1.1.5, en prenant : p; = (¢ — 1)(p*)’ et

pa = (p*)’, on trouve : po = (p*)’, alors : p; = (¢ — 1)(p*)’ et puisque f une

fonction de carathéodory, donc 'opérateur de Nemytskii :

Ny : L(q—l)(p*)/(Q) N L(p*)'(Q)

u(z) — Ny(u)(z) = f(z,u(z)).

est borné et continu donc, il suffit de vérifier que (u,) converge vers u dans
L(qfl)(p*)’(Q)'
D’aprés Pinjection Wy P(Q) < LD (Q) alors on déduit que u,, — u dans

LEa=D@)(Q) et par conséquent :
Floun) — f(u)  dansL®)
Alors,

/Q F (@, ) ode —s /Q (o, uyvda. (3.20)
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Alors (3.18) et (3.20) nous donne :
(16 (wn) — I(u),0)] — 0, Yo e WP (Q), || v|< L.

Ce qui implique que :

wp  06() — To(w).v)

ol <1 | vl
vewy P ()

— 0

Donc,
Ce qui montre que I/ (u) est continue, alors : I € C*(W,7(€Q),R et on a :

(I'(w),v) = [M(]| w||P? / |VulP?VuVo — / f(z,u)vdx

Remarque 3.3.1 v € W,7(Q) est un point critique de la fonctionnelle I, si et

seulemnt si u est une solution du probleme (P).
Maintenant, on établit les résultats du théoréme de Clark (2.3.1)
Lemme 3.3.1 Soit I une fonctionnelle paire et bornée inféricurement.

Démonstration.

» Evident de voir que la fonctionnelle I est paire :

» [ est bornée inférieurement, en effet :

T(u) = ;mu ul?) - / Fa, ud,

:]19 oup ds—/(/ fa:sds)
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En utilisant les hypothéses (Hy) et (Hy)

1l u
I(u) > —/ A.s%ds — Qg/ </ sq_lds) dz,
D Jo Q \Jo

8 [y
pla+1) 0 q Jq 0
A
- = || U ||P(a+1) —%/uqdw
p(a + 1) q Jo
A
> Ll -2 upa
pla+1) Q
A p(a+1) 2 q
-~ \ 3.21
sy e s 2 (3.21)

Comme q € |p, p*[ alors : LP"(Q) < L%(Q) et par I'injection de Sobolev,
Wo () = LY(Q)

On obtient :

Ay -2
pla+1)

I(u) = PR
O

comme o > %, alors : pa+ p > ¢, donc [ est bornée inférieurement.
Lemme 3.3.2 [ satisfait la condition de palais Smale.
Démonstration. Soit (u,) C WyP(Q), telle que :
I(u,) — C et I'(u,) — 0.

Comme [ est bornée inférieurement, alors :

A Qg
I(u,) > —— n“”” 220"y, |2, 3.22
W>_p@+DH [ I ||p (3.22)

et le faite que la suite réel I(u,) est convergente alors, elle est bornée, et par consé-

quent : il existe un constant C tel que :
I(uy,) < Ch. (3.23)
Alors, de (3.22) et(3.23) on écrit :

A
> I(u) > o 28537 Q2

S 2w |11, 3.24
> D | (321
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de (3.24), on déduit que :

A

a+1 Q2
o e g =0 < G

Comme « > g, alors p(a+ 1) > ¢, on a la suite (|| u, ||), est bornée. En effet :
p

en démontrant par l'absurde : supposons que || u, || n’est pas bornée. Alors :

lim || u, ||= 400,
n—-+o0
et
. A o
lim g P R0 | [1,0,= oo
n—+oo p(ar + 1) q

on obtient une contradiction, car :

A pla+1) QZ

— =’ 7,,<C
e KL s 8,0, C
Donc, on conclut que la suite < I| wn || ) est bornée, alors on peut extraire une sous
n
suite ( || wn, || > =|| u, || convergente vers t, > 0, on a :
n
| un [[P—> to > 0. (3.25)

(i) Sito = 0. Alors, || u, |[P— 0 et par suite : u,, — 0 dans Wy*(Q), ce qui
termine la preuve.

(ii) Sitp > 0. Comme M est une fonction continue alors,
M|l un [IP) — M (to)
Ainsi que, pour n suffisamment grand
M(|| u, |P) >C >0 (3.26)

Comme (u,) est bornée dans Wy (Q) : (|| un ||< ¢), et comme W, () est un
espace réflexif, alors on peut extraire une sous suite u, converge faiblement
dans W, 7(Q),

Up — U, dans W, P (Q)

d’aprés (Hs),(T.C.D) et les injections de Sobolev, on vérifie que :

Jo f(@,u)ude — fo x,u)udx

Jo [ up)upde — [ f(z, u)ude.
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¢ |, [z up)ude — [, f(z, u)udz.
on sait que :
Up — U, dans W,"(Q)
D’apreés l'injection compact Wy () <, L¥(Q),Vs € [1,p*],
on a :

u, — u, dans L°(Q2) Vs e [l,p']

et comme ¢ €|p, p*[ alors,
U, —> u,  dans L)

Alors, d’aprés le T.C.D inverse, il existe une sous suite extraite (u,, ) =
(uy), telle que :

o u,(x) — u(x) p.p. sur Q

o IheLIQ): un(x)( < h(z).

par la continuité de f, on a :

o f(z,u,(z))u — f(z,u(x))u p.p. dans 2
e Jge LY(Q): f(x,un)u‘ <g.

en effet, d’aprés (Hs), on a :

(@ un)u| < Qafunl* ™ ul < Qulhf*ful € L(9).
car .
1 (1) 1/q
Bl < C ([ D)
Q Q

=C A7 e

<O R NE N w e < oo
Alors, d’aprés T.C.D on déduit que :

/ﬂ F(@,uy)udz —> /Q (o, w)udz

4 on suit les mémes étapes pour conclure que :

Q Q
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On considére la suite :
Pn:I,nn 7nn_I/n - s U 27
(up)u —I—/Qf(xu)u (up)u /Qf(:zru)u (3.27)
= (M e [P / Vit P2 (Vatn)? — / F (@, ) + / £ (@, )
M) P / VP2V, Vu + / £ (@) — / £, )
= (M (] wn [} / Vunl? = [M (] wn || / T, [PV, Vi

On a lorsque n — oo, P, — 0

et par conséquent :
Py = [M (|| w 17170 1t [P =M ()] 2 [1)7] / [V [P *Vu,Vu - (3.28)
D’autre part, on considére la suite 7, :
T = = [M (]| w ()] / [VulP 2V uVu, + [M([|w [P [ |”. (3.29)
Ona:T, —0,car:
[ 1vup29uu, — [ [9up =V =l .
Q )
on a : comme || u, |[P— to et M : R™ — RT et continue, il signifie que :
M([[ un [[7) —> M (to)-
En additionnant (3.28) et (3.29), on obtient :
P+ Ty = [M (| un )P 1w [P = [M (|| H)p]pl/Q|Vun]p2VunVu
— [M (]| un [1)7] / [VulP=2VuVu, + [M([| wn 7177 [ |?
= (010w PP 17 = [ 1V,
_ /Q Vul VTt | [P (3.30)

en utilisant les inégalités standard dans R, donné par :

e Sip>2 ona:
(|l — [yl Py, o — y) > Cylz — yl?
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e Sil<p<2/ona:

B _ Cylz —y[?
(|lz|P7%z — |y Py, z —y) > —————
(|| + ly[)*—»

Alors d’apres (3.26), (3.30) devient :
Py + T, = [M(|| uy ||)PP /Q (| VP~ Vu, — |VulP~2Vu, Vu, — Vu)
>'e, /Q YV, — Vaul?
=0y | wn—u [,

Ce qui implique que :

P, +7T,

— P L
| un —u HWO”’— 6]0_1(7,,

Alors,

e

Donc, on conclut que : u,, est convergente dans VVO1 P(Q), c-a-d;
Up — U dans W, ?(Q)

Enfin, on déduit que la fonctionnelle I satisfait la condition de Palais Smale.
Preuve du théoréme 3.3.1 On considére {ej, e, ...} une base de Schaudére de
WyP(Q) et pour chaque k € N
On considére Xy = span{ey, ea, ...ex} le sous espace de Wol’p(Q) engendré par les k
vecteurs e, e, ...€.
On note que X < L9(Q2), avec 1 < g < 2*. Par conséquent, les normes de || . ||W01,p(Q)
et || . ||ze(q) sont équivalents sur Xj, alors il existe un constant positif C(k) qui

dépend du k, tel que :
~C) oz = [ Jul, (3.31)
Q
pour tout u € Xj. En utilisant (H;) et (H2) pour conclure que :

B

m | w ||p(a+1) —c(k) || w |7

I(u) <
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En effet,
1~
) = 530 17) = | Ple,uyds
1 e
——/ (M plds—//fxsdsdx
flull?
—/ O‘ds—Ql// s dsdx
o el -2 [ s
p(a+1)
B Q1
———— [ u PO —Ze(k) | w7
< o P e u]
Ou aussi :

1) <l 7 (o= e L)

Soit R > 0 tel que :

B e @
Rq<—RP(a+1) a_ =l ) <0
pla+1) C( )
B _ Q1
= pelatl)—q _ <0
pla+1) (k)
LRp(aH )4 %c(k)
pla+1) q
Pour tout 0 < r < R, on consideére :
K={ueXy: Jul=r}
On prend :
B g
I(u <rq< rPlet) q——ck)
(u) ot . (k)
< Rq( 13 Rpletl)—q %c(k))
pla+1 q
< 0=1(0).

Ce qui implique que :
sup I (u) < 0.
K
On a K C X;, S¥~!' ¢ R*. En considérant ’homéomorphisme :
g: K — SF!

1
U — g(u) = ;(Ah AQ; 7)\]€)
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On déduit que
YK) =y(S") = k.

D’aprés le théoréme de Clark (2.3.1),la fonctionnelle T admet au moins k paires
des points critiques et comme k arbitraire alors I admet une infinité des points

critiques et par conséquent le probléme (P) admet une infinité des solutions faibles.



Conclusion générale

Dans ce travail, on a étudié une méthode trés importante pour démontrer ’exis-
tence et la multiplicité d’une solution faible de probléme de type p-Kirchhoff qui
est appelé " La méthode variationnelle via la théorie du genre" ; plus précisément,
on a appliqué quelques résultats principales du théoréme de Clark dans I’étude de
ce probléme pour 1 < p < N.

On laisse ce travail au débat ouvert pour I’étude de probléme de type Kirchhoff

pour p = p(x), tel que on remplace A,u par Apgyu ot :

Apyu = div(|Vu|P @2 Vy).
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